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問A-1

Lebesgue可積分関数 f, g : (0, 1] → Rの組で，積 fgが可積分にならない例をあげよ．（ヒント：
(0, 1]上で積分して値が有限にならない関数にはどのようなものがあるか？）

問A-2

実数 r ≥ 1に対し， ∫ ∞

0

e−y − e−ry

y
dy

を求めよ．

問A-3

σ-有限測度空間 (X,F , µ)と (Y,G, ν)を考える．任意の A ∈ F ⊗ G に対し，

(µ⊗ ν)(A) =

∫
X

ν(Ax)dµ(x) =

∫
Y

µ(Ay)dν(y)

であることを示せ．ただし，
Ax = {y ∈ Y | (x, y) ∈ A}
Ay = {x ∈ X | (x, y) ∈ A}

と定義する．

問B-1

(X,F , µ)を測度空間とする．関数 f : X → Rが二乗可積分であるとは，∫
X
|f |2dµ(x) < ∞と

なることをいう．

(1) 二乗可積分関数の積は可積分であることを示せ．
(2) µ(X) < ∞のとき，二乗可積分関数は可積分であることを示せ．
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(3) µ(X)が有限でないとき，二乗可積分だが可積分でない関数の例を示せ．
(4) 二乗可積分関数の積は二乗可積分とは限らないことを示せ．

問B-2

関数 f : (0, a) → Rが Lebesgue可積分のとき，関数 g : (0, a) → Rを

g(x) :=

∫ a

x

f(t)

t
dt

で定義すると g は Lebesgue可積分であり，∫ a

0

f(t)dt =

∫ a

0

g(x)dx

となることを示せ．
（ヒント：一般に ∫ a

x

h(t)dt =

∫ a

0

h(t)1(x,a)(t)dt

である．）

問B-3

n-単体 ∆n := {(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn | 0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn ≤ 1} について，その n次元
Lebesgue測度を以下の手順で求めよ．

(1) mL1(∆1)， mL2(∆2)，mL3(∆3)を求めよ．
(2) A ⊂ Rd と r ≥ 0に対し，rA := {(rx1, · · · , rxd) | (x1, · · · , xd) ∈ A}と定義する．任意の

xn ∈ [0, 1]について，

∆n
xn

:= {(y1, y2, · · · , yn−1) | (y1, y2, · · · , yn−1, xn) ∈ ∆n} = xn∆
n−1

を示せ．
(3) mLn(∆n)を求めよ．（ヒント：Lebesgue測度の性質mLd(rA) = rdmLd(A)を用いる．）

2


