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問A-1

ノルム空間 X の点列 {xn}について以下は同値であることを示せ．

1. {xn}は Cauchy列．
2. 0に収束する実数列 am ≥ 0が存在し，任意の n ≥ mについて ∥xn − xm∥ ≤ am となる．

問A-2

以下を示せ．

(1) 任意の n ∈ Nに対し，ϕn(x) :=
√
2 sinnπx ∈ L2([0, 1]).

(2) 任意のm,n ∈ Nに対し ∫
[0,1]

ϕn(x)ϕm(x)dx = δmn．ただし，δmn は Kroneckerのデルタ

δmn :=

{
1 m = n

0 m ̸= n

である．

問A-3

内積空間 X において，任意の x, y ∈ X に対し

∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2∥x∥2 + 2∥y∥2

であることを示せ（これは平行四辺形公式と呼ばれる）．
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問B-1

X を実 Hilbert空間とする．C ⊂ X が凸集合であるとは，任意の x, y ∈ C と λ ∈ [0, 1]に対し

λx+ (1− λ)y ∈ C

となることである．閉凸集合 C ⊂ X と x ̸∈ C に対し，以下を示せ．

(1) 点 xから C への最短距離
d(x,C) := inf

y∈C
∥y − x∥

は有限値に定まる．また，y0 ∈ C で d(x,C) = ∥x− y0∥となるものが存在する．
（ヒント：d := d(x,C) = limn→∞ ∥yn − x∥となる yn ∈ C が取れる．平行四辺形公式をう
まく用いると，αn := supm≥n

(
∥x− ym∥2 − d2

)
→ 0 となることから yn が Cauchy 列で

あることがわかる．）
(2) 点 xから C への最短距離を与える y0 ∈ C は一意に定まる．

問B-2

f ∈ L2([0, 1])のとき以下を示せ．

(1)

∥f∥L2 = sup
∥g∥L2≤1

∣∣∣∣∣
∫
[0,1]

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣∣.
(2) L2 の意味で gk → g，すなわち ∥gk − g∥L2 → 0(k → ∞)のとき∫

[0,1]

f(x)g(x)dx = lim
k→∞

∫
[0,1]

f(x)gk(x)dx.

問B-3

写像 ϕ : L2([0, 1]) → Rが以下をみたすとき，ϕは連続であることを示せ．

線形性 任意の λ ∈ Rと f, g ∈ L2([0, 1])に対し，ϕ(λf + g) = λϕ(f) + ϕ(g)．
有界性 あるM > 0が存在し，任意の f ∈ L2([0, 1])に対して |ϕ(f)| ≤ M∥f∥L2 .

逆に，線形な ϕ : L2([0, 1]) → Rが連続であれば有界性をもつことを示せ．
（ヒント：対偶を示す．有界性がないので任意の n ∈ N に対し，|ϕ(un)| > n2∥un∥L2 となる
un ∈ L2([0, 1])が存在することを用いる．）
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